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Данная статья посвящена методу решения неравенств, основанном на замене некоторых 
функций более простыми. Материал статьи может быть использован учителями математики, 
работающими в старших классах, при изучении методов решения различных неравенств (со-
держащих модули, корни, показательных, логарифмических) как на уроках математики, так и 
на факультативных занятиях.  
Как известно, эффективным методом решения рациональных неравенств является метод 
интервалов, который, как правило, легко усваивается. Поэтому естественным можно признать 
желание свести решение того или иного неравенства повышенной сложности к решению ра-
циональных неравенств. Оказывается, достаточно широкий класс неравенств допускает подоб-
ную попытку.  











uuu ,       (1) 
где символ «∨ » обозначает один из четырех возможных знаков неравенства: ≥>≤< ,,, . 
 При решении неравенства (1) нас интересует только знак любого множителя в числителе 
или знаменателе. Поэтому, если нам неудобно работать с данным множителем, мы можем за-
менить его на другой знакосовпадающий с ним в области определения неравенства ( и имею-
щий в этой области те же корни). Этот факт и определяет основную идею метода рационализа-
ции неравенств (метода замены множителей). 
 Рассмотрим наиболее часто встречающиеся замены. 
 Из определения строго монотонной функции непосредственно следуют следующие ут-
верждения: 
1) функция )(xf  – строго возрастающая тогда и только тогда, когда для любых двух 
значений 1t  и 2t  из области определения функции разность )( 21 tt −  совпадает по знаку с разно-
стью ))()(( 21 tftf − , то есть  
f – строго возрастающая ( )))()(()( 21ОДЗ21 tftftt − →←−⇔  
(символ «↔» означает знакосовпадение); 
2) функция )(xf  – строго убывающая тогда и только тогда, когда для любых двух 
значений 1t  и 2t  из области определения функции разность )( 21 tt −  совпадает по знаку с разно-









f – строго убывающая ( )))()(()( 12ОДЗ21 tftftt − →←−⇔ . 
 Отсюда получаем две основные замены: 
))()(()( 2121 tftftt −↔− , 
если )(tf  – строго возрастающая функция; 
))()(()( 1221 tftftt −↔− , 
если )(tf  – строго убывающая функция. 
 Рассмотрим функцию вида nty = . Функция при 0>n  возрастает на множестве неотрица-
тельных чисел, а при нечетном натуральном n  – на всей числовой оси. Поэтому справедливы 
следующие замены: 





−− −↔− kk tttt  при натуральном k .    (3) 
 Рассмотрим на множестве неотрицательных чисел функции 2ty =  и ty = , являющиеся 









121 tttt −↔− ,      (4) 
2121 tttt −↔− , где 0, 21 ≥tt .     (5) 
 Учитывая, что 0≥t  и 22 tt =  для любы t , получаем, что 
2tt ↔ ;       (6) 
( ) ( )222121 tttt −↔− .      (7) 
 Удобны следующие две замены: 
tt  →←ОДЗ ,       (8) 
gfgf + →←+ ОДЗ . 
 Популярный знакопостоянный множитель – квадратный трехчлен cbxax ++2  с отрица-
тельным дискриминантом удобно заменять на старший коэффициент (или на свободный член), 
то есть  
cacbxax ↔↔++2  (при 0<D ).    (9) 



















 Решение. Заметим, что числитель и знаменатель дроби определены при любых действи-
тельных значениях переменной. Перепишем неравенство, представив знаменатель дроби в виде 
разности корней, после чего «заменим функцию» (согласно (2) и (3)). 
( ) ( )


































































 Решим последнее неравенство методом интервалов. 















 Пример 2. Решите неравенство 
( )( )







.     (10) 








 Все множители 2121 ,,, vvuu  имеют вид 21 tt − , где 0,0 21 ≥≥ tt , поэтому в силу (4) мы эти 
множители заменяем на знакосовпадающие с ними множители вида 22
2
1 tt − : 
(10)
( ) ( )

















 Так как 22 mm =  и ( ) 222 225225 xxxx −−=−− , то с учетом неотрицательности подко-
ренного выражения 2225 xx −−  получаем: 
( )( )
( )( )
( )( ) ( )




















































































(знакопостоянные ( 0<D ) квадратные трехчлены )2(),6( 22 ++−+− xxxx  согласно (9) заменяем 

























































































 Решение. Воспользуемся утверждением (7) и заменим разность модулей соответствую-




































 Последнее неравенство легко решается методом интервалов. 
 Ответ: )9;3(]1;1[)3;( ∪−∪−−∞ . 






















































































 Последнее неравенство решим методом интервалов. 
















 −−∪−−∞ . 









 Решение. При решении этого неравенства можно воспользоваться тем, что  
( ) ( )22 311610,11122 −+=+−+−+=+−+ xxxxxx . 















































































 Решение. При решении примера 6 воспользуемся тождествами 223 32 ,, aaaaaa === . 






















































































































 Рассмотрим показательную и логарифмическую функции и замены, вызываемые ими. 
 Как известно, при 10 << a  показательная функция tay =  строго убывает, а при 1>a  
строго возрастает. В частности, для 10=a  имеем 
21
21 1010 tttt −↔− . 
 Воспользовавшись основным логарифмическим тождеством, для произвольного основа-
ния a  имеем 
( ) ( ) atattatatt aa lglglglg 212121 10101010 −=−=− , 
откуда 
attaa tt lg)( 2121 −↔− .     (11) 
 Функция xy lg=  является строго возрастающей, поэтому  
21
ОДЗ
21 lglg xxxx − →←− . 
 Пусть 1, 21 == xax , тогда 1lglg1 −↔− aa , то есть 
1lg −↔ aa .       (12) 
 Соотношение (11) тогда принимает вид 
)1)(( 2121 −−↔− attaa
tt .      (13) 
 Таким образом, разность степеней с одним и тем же основанием всегда по знаку совпа-
дает с произведением разности показателей этих степеней на разность основания и единицы. 































tttt aa ,      (14) 
то есть разность логарифмов по одному и тому же основанию всегда по знаку совпадает с от-
ношением разности подлогарифмических выражений к разности основания и единицы. 

















































































































и так далее. 






































.   (15) 
 Числитель 342482
22
55 +−−−+ − xxxx  левой части неравенства (15) имеет вид 21 tt aa − , где 
342,482,5 22
2
1 +−−=−+== xxtxxta , который знакосовпадает с )1)(( 21 −− att . Поэтому числи-
тель 342482
22
55 +−−−+ − xxxx  заменяем на ( ))342()482( 22 +−−−−+ xxxx , а знаменатель 01 77 −−x  на 







































































x .      (16) 
 Решение. Традиционный способ решения подобных неравенств состоит в рассмотрении 
двух случаев. Мы воспользуемся заменой (14) , предварительно представив числитель и знаме-






























































 Пример 9. Решите неравенство 








































































 Ответ: )3;1[− . 
 Изложенный метод решения неравенств вида (1) достаточно эффективен. Традиционные 
методы решения таких неравенств оказываются, как правило, более громоздкими по сравнению 
с рассмотренным. Чтобы убедиться в этом, приведем без всяких обоснований решения нера-
венств повышенной сложности. 































































 Ответ: ).5;4()4;3()3;5( ∪∪−−  
 Пример 11. Решите неравенство 
( ) 112 <++ xxx .      (17) 
 Решение.  
( ) )1;(0)1(0)(01)1()17( 222 −−∞∈⇔<+⇔<+⇔<−++⇔ xxxxxxxxx . 
 Ответ: )1;( −−∞ . 




− xxx .      (18) 
 Решение.  


















































 Ответ: );4()5,3;3()3;2()0;( +∞∪∪∪−∞ . 








x .       (19) 







































































 Ответ: )3;1( . 
 Пример 14. Решите неравенство 









 Решение.  



























































































































 Ответ: );5()0;( +∞∪−∞ . 
 Пример 15. Решите неравенство 
( ) 242log 2
3
3 −≥−
+ xx .      (21) 
 Решение.  




























































































 Ответ: ).2;3[log]0;( 2∪−∞  
 
Упражнения для самостоятельного решения 























































































10. )2(log)1(log 1 xx
x
x −<+ . 
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